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要 約 アメリカン・オプションの価格付けは，オプション価格理論における最も難解な問題

の一つである．アメリカン・オプションは，株式，債券，通貨等の主要金融市場において取

引されていると同時に，近年では不動産や電力／エネルギーの分野においても利用されてい

る．また，その理論はリアル・オプションとして投資やプロジェクトの評価にも用いられて

いる．

理論解がないので，アメリカン・オプションの価格付けには二項モデルや偏微分方程式の

差分解法などの数値計算手法が用いられてきたが，これらの手法は状態変数の数が多くなる

と計算負荷が指数関数的に増加するため，最近重要性を増している多次元問題には不向きで

ある．一方，モンテカルロ・シミュレーションはパスを前進的に発生させて評価するため，

満期におけるペイオフから出発して後退的に評価を行うアメリカン・オプションにはなじま

ないとされてきたが，Tilley［15］の論文以来，現在ではアメリカン・オプションの評価にもモ

ンテカルロ・シミュレーションが用いられるようになっている．モンテカルロ・シミュレー

ションの収束性は次元の数にはよらず，パス数のみに依存するという点がその大きな理由で

ある．

本稿は，最近 Longstaff―Schwartz［10］によって開発されたアメリカン・オプションに対す

る最小二乗モンテカルロ法をとりあげ，その精度評価を行うものである．最小二乗モンテカ

ルロ法は，アメリカン・オプションの続行価値を表す条件付期待値を最小二乗法による回帰

によって推定するが，基底関数としてどのような関数を選べばよいか，またその個数をいく

つにすればよいかについて不確定性が存在する．そこで，これらに関する知見を得るため，

精度評価に際しては，ボラティリティーや相関係数が資産によらず一定でペイオフ関数が対

称的な問題を扱い，最小二乗法回帰の基底関数として対称多項式を用いる．また，回帰領域

の分割の効果，回帰の説明変数として低次元の縮約情報を用いた場合の精度について検討を

行う．最小二乗モンテカルロ法は基底関数を適切に選択すれば非常に精度がよいが，シミュ

レーションの過程で行列演算を用いるので，他の手法に比べて計算時間がかかるのが欠点で

ある．この欠点を克服するための計算時間の短縮方法についても最後に考察を行う．

Abstract One of most difficult problems in option pricing theory is the valuation and optimal exercise of

high―dimensional American options. These types of options are found recently in the real estate and en-

ergy markets as well as in major financial markets such as the equity, commodity, and foreign exchange

markets.

Because closed―form expressions for the prices of American―style securities are rare, the binomial and fi-

nite difference techniques have been used for pricing American options, but these techniques become im-

practical in situations where there are multiple state variables due to the exponential growth of computa-

tional resources.
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Tilley（1993）represents early attempt to extend the applicability of Monte Carlo simulation to the pric-

ing of American securities. Since then simulation methods have been applied to the American option pric-

ing, because the convergence rate of Monte Carlo simulation is typically independent of the problem di-

mension.

Recently, Longstaff and Schwartz （2001） proposed a simple simulation method for the computation of

American option prices. Their algorithm computes the conditional expectations expressing the continuation

value of the option by Monte Carlo simulation and least squares regression. Their method involves some

uncertainties as to the choice of basis functions and the number of terms. To make clear these issues, we

investigate the accuracy of the method using symmetric polynomials for the constant volatility and sym-

metric payoff problems. The effect of partitioning regression region and several methods to improve the

computational efficiency such as dimensionality reduction are also considered.

1． は じ め に

オプション価格理論における最も重要な問題の一つにアメリカン・タイプのデリバティブの

価格付けと最適行使時点の評価がある．このタイプのデリバティブは，株式，債券，通貨等の

主要金融市場において取引されていると同時に，最近では不動産や電力／エネルギー関連の分

野においても利用されている．また，その理論はリアル・オプションとして投資やプロジェク

トの評価などにも用いられている．更に，これらのデリバティブはますます複雑化しており，

ペイオフが多くの資産や状態変数に依存するようになってきている．理論解がないので，アメ

リカン・オプションの価格付けには二項モデルや偏微分方程式の差分解法などの数値計算手法

が用いられてきたが，これらは状態変数の数が多くなると計算負荷が指数関数的に増えるため，

多次元問題には不向きである．一方，モンテカルロ・シミュレーションの収束性は次元の数に

はよらないため，現在ではアメリカン・オプションの評価にもモンテカルロ・シミュレーショ

ンが用いられるようになってきている．

本稿では，最近 Longstaff―Schwartz［10］によって開発されたアメリカン・オプションに対す

る最小二乗モンテカルロ法（Least―Squares Monte Carlo Method）をとりあげ，その精度評

価を行う．最小二乗モンテカルロ法は，アメリカン・オプションの続行価値を最小二乗法によ

る回帰によって推定する．他文献との比較のため，精度評価に際しては，ボラティリティーや

相関係数が資産によらず一定でペイオフ関数が対称的な問題を扱い，最小二乗法回帰の基底関

数として対称多項式を用いる．また，回帰領域分割の効果，回帰の説明変数として低次元の縮

約情報を用いた場合の精度および計算時間の短縮方法についても考察を行い，最後に，結論お

よび今後の課題について述べる．

2． 最小二乗モンテカルロ法

アメリカン・オプションの評価は，満期�までの時間を� 等分し，各時間�����������

���� ���におけるオプションの本質的価値�����（オプションを行使したときに得られる

ペイオフ）と続行価値��（オプションを保持し続ける場合の価値）の大小を比較して行う．

�����が�����より大きい場合にはオプションを行使し，逆の場合には保持を続ける．計算は，

通常のダイナミックプログラミング・アプローチと同様に，満期におけるペイオフから出発し

て後退的に行われ，時間ステップ数M を十分大きくとることにより，オプション価格の近似

値が得られる．
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図 1 最小二乗モンテカルロ法の計算アルゴリズム

オプションの続行価値�����は以下の式によって定義される．
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ここで，�� はリスク中立確率による期待値，����は無リスク金利，���は時間��までの原

資産の価格情報であり，� �������� �は，時間��までにオプションを行使しなかったという条件

のもとで，オプション保持者が最適行使戦略に従った場合の，時間�������� �におけるオプシ

ョンのキャッシュフローである．

最小二乗モンテカルロ法においては，モンテカルロ・シミュレーションのパスから生成され

るキャッシュフロー情報を原資産の価格情報に最小二乗法を用いて回帰して，�式の条件付期
待値を計算する．このように，オプションを行使した場合のキャッシュフローの条件付期待値

を用いているため，最小二乗モンテカルロ法による推定は負のバイアスをもち（low estima-

tor），基底関数の個数を増やすにつれて真の値に収束することが，Longstaff―Schwartz［10］にお

いて理論的に示されている．

図 1に，最小二乗モンテカルロ法の計算アルゴリズムをCプログラムの形式で示した．こ
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表 1 対称多項式の個数

のように計算アルゴリズム自体は非常に簡単で，短い行数のプログラムで記述することができ

る．

3． 基底関数と最適回帰次数の選択

�式の条件付期待値を最小二乗法によって回帰して求めるには，適切な基底関数を選択しな
ければならない．Longstaff―Schwartz［10］においては，Laguerre, Hermite, Legendre, Chebyshev,

Gegenbauer, Jacobi などの直交多項式を推奨しているが，1次元問題を除いて基底関数の選択

法や必要な基底関数の個数に関して明確な指針がない．また，Moreno―Navas［12］において，最

小二乗モンテカルロ法は多次元問題については基底の選択に関してあまりロバストではないと

いう報告もなされている．このように，最小二乗モンテカルロ法においては，基底関数の選択

やその個数に関して試行錯誤的に決定しなければならない面が残されており，これらに関して

知見を得るため，最も簡単な多項式関数を基底として用いた精度評価計算を行う．

3．1 対称多項式

単項多項式＊1 を基底関数として用いると，基底関数の個数が非常に多くなる．次元が�の

場合，�次以下の単項多項式の個数は，

���

�
� �� ���� ��

����

であり，�������の場合ですでに単項多項式の個数は 56 個となる．これでは回帰計算の計

算負荷が非常に大きくなるので，精度評価計算の対象を，対称多項式＊2 を基底としてとること

のできる問題に限定することとする．対称多項式を基底とすることにより，基底関数の個数を

大幅に減らすことができる．表 1は，2，5，10 次元における 7次までの対称多項式の個数を

示している．

表 1からわかるように，5次元の場合，3次以下の対称多項式の数は 7個であり，単項多項

式の数 56 の 8 分の 1である．なお，2次元の場合には単項多項式を用いても基底関数の数は

それほど増えないので，2次元問題に関しては単項多項式を基底関数とする計算も行う．

対称多項式を基底関数としてとることができるのは，原資産のボラティリティー，配当率，

相関係数等が資産によらず一定値であり，ペイオフ関数が対称関数になるような場合である．

このような場合においては，早期行使境界は初期値によらず対称関数となると考えられる．対

称な計算問題は文献［5］［6］［7］［8］［10］［14］に多数とりあげられており評価対象は豊富である．

3．2 AICによる最適次数の選択

多項式回帰の問題点として，高次多項式を用いるとオーバーフィッティングして精度が悪く

なることがあげられる．モンテカルロ・シミュレーションにおいては，時間ステップが小さい

ところでは，原資産価格のパスは初期値の付近に密集しているので，このような時点で高次多
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項式を用いるのは得策ではない．また，初期価格が ITM（in the money：オプションのペイ

オフが正の状態），ATM（at the money：ペイオフが 0の状態）およびOTM（out of the

money：ペイオフが実質的に負となってオプションを行使しない状態）によって最適回帰次

数が異なることも考えられる．そこで，時系列解析などでよく用いられている���が最小と

なる次数を選択する機能を最小二乗モンテカルロ法の回帰計算に付加する．以下，この機能の

説明を行う（北川［1］，坂元，石黒，北川［2］参照）．

������（�は説明変数行列，�は回帰係数ベクトル，�は残差ベクトル）と表される�

次の回帰モデルの���行列 �の右側に目的変数ベクトル �を付加して������ �行列

������ �を作る．この行列�に適当なハウスホルダー変換（鏡映変換に基づく直交変換）�
を施すと次のような上三角行列�に変形することができる．
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このとき，�の 1～�列は��に対応し，���列は��に対応するので，
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が成り立つ．ここで，最後の式の右辺第 2項��������� は�と無関係な定数であるから，���


�����を最小とするためには右辺第 1項を 0とした一次方程式
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を解けばよい．上記の連立一次方程式は左辺の行列が上三角形なので後退代入により容易に解

を求めることができる．また，��������� が残差ベクトルの長さの 2乗となるので�次の回帰

モデルの残差分散��の推定値は次式となる．

�����
��������
�

�

上式を用いると，�次の回帰モデルの���は，

������ 	
���������
 ������� �

で与えられる．上三角行列�が計算されると m 次の回帰モデルだけでなく，それ以下の次数

の回帰モデルをすべて求めることができる．すなわち，	
����	
� ���� �を説明変数とする
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�次の回帰モデル

����
���

�

��������

の残差分散の推定値および���は
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と表される．また，回帰係数を推定するためには連立一次方程式
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を後退代入によって解けばよい．

���を用いて最適次数の選択を行うためには，�����������を�の����式によって計算
し，最小の値をとる次数をさがす．いったん上三角行列 S が求められると，回帰係数の推定

を行うまでもなく，�式によってすべての次数の回帰モデルの���がただちに計算できる．
従って，���を最小とする次数のモデルに対してだけ，�式の上三角連立一次方程式を解いて
回帰係数を求める．

上記QR法の行列演算においては，�の上三角行列への変換に最も計算時間がかかり，
����やその最小値を求めるための計算時間は無視できるほど微少である．

4． 精度評価計算

以下においては，�資産	��������� �のうちの最大値および幾何平均値に対するアメリカ

ン・コール・オプションの計算を行う．オプション行使時のペイオフは，最大値オプションの

場合は，


���������	

�	�� �� ここで �����
������ �，�：行使価格

幾何平均値オプションの場合は，

	

��	
�� ����	�� ��

である．リスク中立確率のもとで，各資産の価格は相関をもつ幾何ブラウン運動に従うとする．

すなわち，


	

��	


���	��� �

���
�
� �
ここで，�は無リスク金利，��は配当率，��はボラティリティーである．��は標準ブラウ

ン運動であり，��と��の間の相関係数を���とする．以下の計算においては，問題を対称

的とするため，����, ����および�����������������
�� �とし，資産によらない一定値を

与える．

満期�までの時間を� 等分し，式�を時間間隔�
���� を用いて離散化すると次式とな
る（	
��	�とおく）．

	�
��	�	�� ��� �	�	����� ��
���
� ��

�� � �
ここで，����������� �は相関をもつ多次元正規乱数である．これを生成するためには，一

様乱数列を多次元標準正規乱数列に変換し，コレスキー分解法を用いて相関を与える必要があ

る．一様乱数列の生成にはMatsumoto―Nishimura［11］のメルセンヌ・ツイスターMT 19937 を
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表 2 2資産最大値オプション ケース 1（Broadie―Glasserman［6］）

用い，標準正規乱数への変換にはMoro［13］の逆関数法を用いる．

実際の計算においては，�式で生成された資産価格を行使価格で割って正規化を行い，ペイ
オフ関数などもそれに応じて正規化する．このような正規化によって，計算のオーバーフロー

を回避し，最小二乗法のマトリックス演算の精度を良好に保つことができる．

4．1 2資産最大値オプションの計算結果

まずケース 1として，Broadie, Glasserman［6］に記載されている 2資産最大値オプションをと

りあげる．主要計算パラメーターは以下のとおりである．

����������������������������������������� �
初期資産価格����������� �を変化させたケースについて，基底となる対称多項式の最大次

数を 3，4，5とした場合の結果を表 2にまとめた．基底関数の個数はそれぞれ 6，9，12 個で

ある．40,000 パス（20,000＋20,000 対照変量）の計算を 100 回繰り返したときの平均値と標準

誤差を示している．40,000 パス／100 試行としたのは，標準誤差の値を各種文献の値と同程度

にするためである．「真の値」とはBroadie, Glasserman［6］に記載されている格子計算で得られ

た値であり，また，参考のために，4次以下の単項多項式を基底関数とした場合の結果を最後

の列に付記してある．この場合の基底関数の個数は 15 である．

表 2をみると，対称多項式の次数をあげていくにつれて，平均値はだんだん大きくなって真

の値に収束していく様子がわかる．これは，最小二乗モンテカルロ法の推定は負のバイアスを

もつ（low estimator）という事実を裏付けている．また，4次対称多項式の場合と 5次対称多

項式の場合の結果にあまり違いはない．これは，「基底関数の数を増やしていって，計算結果

にあまり違いがなくなったらやめる」という Longstaff―Schwartz［10］の試行錯誤的な基底関数

の選び方の根拠を示している．

5次対称多項式を用いた場合の平均値と真の値との差は，最大で 0.003 であり，すべて 1標

準誤差より小さい．これは，モンテカルロ・シミュレーションの結果としては非常に高精度で
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表 3 2資産最大値オプション ケース 2（Broadie―Glasserman―Jain［8］）

ある．また，4次単項多項式の場合の結果も同様のよい精度をもっている．これは，4次以下

の単項多項式の方が 5次以下の対称多項式より基底関数の数が 3個多いためである．

計算は 800 MHz Pentium III PC を用いて行っている．初期価格 100 のケースに対する

40,000 パス／100 試行の計算時間は，3次対称多項式の場合は 2分 19 秒，4次対称多項式の場

合は 4分 6秒，5次対称多項式の場合は 6分 15 秒，4次単項多項式の場合は 8分 3秒である．

基底関数の個数が増えると計算時間はほぼ基底関数の個数に比例している．

ケース 2は Broadie―Glasserman―Jain［8］の 2 資産最大値オプションである．このケースは�
のパラメーターのうち，�����としたものである．パス数や試行回数はケース 1と同じであ

る．表 3に，5次以下の対称多項式と 4次以下の単項多項式を基底関数とした場合の結果を真

の値と比較してある．

平均値と真の値との差は，5次対称多項式の場合は最大で 0.004，4 次単項多項式の場合は最

大で 0.007 であり，すべて 1標準誤差より小さい．また，平均値はすべて負のバイアスをもっ

ている．ケース 2においても計算精度は非常によい．

最後に，ケース 3として Raymar―Zwecher［14］の例を計算する．このケースは�のパラメー
ターのうち，����とし，初期資産価格と行使価格を変化させたものである．パス数や試行

回数はケース 1，2の場合と同じである．表 4に，5次以下の対称多項式と 4次以下の単項多

項式を基底とした場合の結果を真の値と比較してある．

平均値と真の値との差は，5次対称多項式の場合は最大で 0.005 であり非常に小さい．また，

真の値は標準誤差から計算される 90％信頼区間内におさまっている．4次単項多項式の場合

も誤差の最大値は 0.007 であり，大部分は 90％信頼区間内に真の値がおさまっており計算精

度は良好である．バイアスは正にも負にもなっており，ケース 3でも，5次以下の対称多項式

あるいは 4次以下の単項多項式を基底関数とすれば真の値に収束することを示している．

初期価格（100,100）／行使価格 100 に対する計算時間は，5次対称多項式の場合は 33 分，4

次単項多項式の場合は 35 分 47 秒である．時間ステップ数が増えたため大幅に計算時間が増え

ている．
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表 4 2資産最大値オプション ケース 3（Raymar―Zwecher［14］）

以上の 3ケースの結果から，2資産最大値オプションに対しては，5次以下の対称多項式あ

るいは 4次以下の単項多項式を基底関数とすればよいことがわかる．基底関数の個数としては，

12～15 の範囲である．本節で単項多項式を用いた計算の精度を調べたのは，6節で単項多項式

を用いた 2次元計算を行う必要があるからである．

4．2 5資産最大値オプションの計算結果

5 資産最大値オプションの計算ケースとして，Raymar―Zwecher［14］に記載されている計算例

をとりあげる．条件は前節の�と同じで資産数を 5個に増やした最大値オプションである．こ
の計算例は，Raymar―Zwecher が Broadie―Glasserman［6］の方法（ランダム・ツリーによる挟

みうち法）で長時間の再計算を行い，上限値と下限値を精密化したものである．5次（基底関

数 19 個），6次（29 個），7次（42 個）までの対称多項式を基底とした場合の計算結果と挟み

うち法による下限値／上限値を表 5に比較している．2資産の最大値オプションの場合と同じ

く，多項式の次数をあげていくと平均値は大きくなっていく．5次多項式の場合の平均値はB

&G下限値より小さくなることもあるが，6次と 7次の場合の平均値は下限値と上限値との間

におさまっている．従って，5資産の最大値オプションの場合には 6次以下の対称多項式を用

いれば十分精度のよい近似解が得られる．

初期価格 100 に対する計算時間は，5次多項式の場合は 15 分 27 秒，6次多項式の場合は 36

分 45 秒，7次多項式の場合は 66 分 19 秒であり，基底関数の個数の増加とともにほぼ 2倍の

割合で計算時間が増加する．

4．3 幾何平均値オプションの計算結果

本節では，Broadie―Glasserman［7］に記載されている 5資産と 7資産の幾何平均値に対するア

メリカン・コール・オプションの計算結果を示す．本ケースは 1次元のアメリカン・オプショ
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表 6 5資産の幾何平均値オプション（Broadie―Glasserman［7］）

ンに帰着できるので，真の値を二項モデルによって十分精度よく近似することができる．計算

パラメーターは以下のとおりである．

������������������������������������������

表 6は，5資産の場合について初期資産価格（資産によらず同一）を変化させた場合の結果

である．3次（基底関数 7個），4次（12 個）および 5次（19 個）までの対称多項式を基底と

した場合の結果を比較している．時間ステップ数が大きいのと本質的に 1次元問題であるので，

20,000 パス（10,000＋10,000 対照変量）の計算を 100 回繰り返して平均値を求めた．

3次多項式の場合は，バイアス（負）は 0.01 程度であるが，4次多項式を用いるとバイアス

は 0.004 以下となり，正のバイアスとなる場合もある．5次多項式の場合はバイアスは正であ

る．このケースは 4次対称多項式の場合が一番精度がよい．このように，幾何平均値オプショ

ンと前節の最大値オプションとでは，基底関数の最適次数が異なっている．

5資産の初期価格 100 に対する計算時間は，3次多項式の場合は 6分 44 秒，4次多項式の場

合は 13 分 39 秒，5次多項式の場合は 29 分 34 秒である．5資産の最大値オプションの場合と

同様，基底関数の個数の増加とともにほぼ 2倍の割合で計算時間が増加している．

表 7は 7資産についての結果である．7資産の場合も 5資産の場合と同様で，4次以下の対

称多項式によって十分な精度で近似することができる．

7資産の初期価格 100 に対する計算時間は，3次多項式の場合は 8分 55 秒，4次多項式の場

合は 17 分 46 秒，5次多項式の場合は 40 分 41 秒である．

表 5 5資産最大値オプション（Raymar―Zwecher［14］）
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表 7 7資産の幾何平均値オプション（Broadie―Glasserman［7］）

表 8 1領域と 2領域計算の���平均値の比較

5． 回帰領域の分割

多項式回帰の場合，全領域を一つの多項式を用いて回帰するよりもいくつかの部分領域に分

けて回帰する方が局所特性を捉えてあてはまりがよく，また低い次数の多項式で近似できるこ

とが当然予想される．最小二乗モンテカルロ法は部分領域に分けて回帰する場合でも，それぞ

れの領域で他の領域とは無関係に回帰を行えばよいので，計算アルゴリズムもそれほど複雑化

しない．従って，回帰領域の分割は，最小二乗モンテカルロ法の計算精度の向上や計算時間短

縮のための有力な方法の一つである．

5．1 1次元の場合

1 次元問題のプットやコール・オプションの場合，回帰曲線は直線から曲線へと，領域の途

中で特性が変化するので，領域を二つ程度に分割した方があてはめ精度が向上することが予想

される．そこで，全領域を一つの多項式で回帰した場合と，資産価格が行使価格より大きいか

小さいかによって二つの領域に分割して回帰した場合について，多項式次数を変化させ���

を比較してみた．

表 8は，以下のパラメーター（文献［9］参照）

������������������������������������������

をもつコール・オプションを，20,000 パス（10,000＋10,000 対照変量）を用いて 100 回繰り返

したときの���の平均値である．

表 8からわかるように，1領域計算と 2領域計算とでは，���の値に顕著な差があり，2領

域計算の方が���の値が小さく，あてはまりの精度がよいことがわかる．また，1領域計算の

場合には，6または 7次多項式の���が最小であるのに対し，2領域計算の場合には 3次多項

式の���が最小である．
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表 9 1領域計算と 2領域計算の比較（Tilley［15］）

表 8の結果を踏まえて，Tilley［15］に記載されているプット・オプションの計算を 1領域と 2

領域で行い，表 9に結果を比較した．1領域計算は 3，5，7次多項式を用い，2領域計算は 3

次多項式を用いて，行使価格を変化させて計算している．「真の値」は，Tilley［15］に記載され

ている 2項モデルによる近似値を表している．計算パラメーターは以下のとおりである．

���������������� �����������������������	

表 9からわかるように，3次多項式を用いた 2領域計算は，7次多項式を用いた 1領域計算

と同等かそれ以上の精度をもっている．従って，1次元計算の場合には，領域分割は非常に有

効である．

1領域計算の場合，前節の多次元計算の結果と同じく，多項式の次数をあげていくと平均値

は増加しながら真の値に収束していく様子がわかる．

行使価格 40 に対する計算時間は，1領域 3次多項式の場合は 2分 30 秒，5次多項式の場合

は 4分 14 秒，7次多項式の場合は 6分 20 秒である．一方，2領域 3次多項式の場合は 2分 38

秒であり，1領域 3次多項式の場合より 8秒増加しているだけである．これは領域分割によっ

て回帰行列のサイズが小さくなったため，最小二乗法回帰のための行列演算を各時間ステップ

毎に 2回行うにもかかわらず計算時間はほとんど増えないことを意味している．このように領

域分割は計算時間短縮の面からも有効である．

5．2 多次元の場合

多次元の場合にも，前節の 1次元の方法を拡張して，各座標軸を複数個に分割するという方

法が考えられるが，この方法は次元の増加につれて全分割数が指数関数的に増えるという欠点
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がある．このような欠点を回避する方策として，クラスター分析の手法を用い，資産価格デー

タの類似性に着目して領域分割を行うという方法が考えられる．以下においては，クラスタリ

ング手法の中で最もポピュラーなK―means 法を用いた計算例を示す．

K―means 法とは，データの集合 ��� �を��個の点を含む�個の互いに交わらない領域��

に分割し，以下の関数を最小化するように��と��を選ぶ方法である．

���
���

�

�
����

������ ��

ここで，��は��中のデータの平均ベクトルであり，次式で表される．

���
�

��
�
����

��

関数 �の最小化は，ニューラルネットワークの学習の考え方を用いて逐次的に行われる．

すなわち，��の初期値をデータ中からランダムに�個選び，��を逐次的に提示しながら，��

に最も近いベクトル��を以下の式で更新する．

����������� �

ここで，�は学習率であり，通常 0.03－0.05 程度の値が用いられる．クラスターの平均ベク

トル��が求まると，これから最も近い点の集合（ボロノイ分割）としてクラスター��が決定

される．

K―means 法による領域分割を用いた最小二乗モンテカルロ法は，各時間ステップにおいて，

資産価格データを�個のクラスター��に分割し，各��上で別々に回帰を行ってオプション

の続行価値を計算する．

表 10 は，以下のような計算パラメーター（Broadie―Glasserman［7］参照）

������	�������������������������
��������

をもつ 5資産最大値オプションの計算例である．3次対称多項式（基底関数 7個）と 6次対称

多項式（29 個）を用いた 1領域計算と 3次対称多項式を用いた 20 領域計算の結果を比較して

いる．参考のために，Broadie―Glasserman［7］の点推定値および 90％信頼区間の下限値と上限

値を最後の列に記載してある．

3次対称多項式を用いた 1領域計算の値は，Broadie―Glasserman［7］の 90％信頼区間の下限

値より大幅に小さく精度が悪い．一方，3次多項式を用いた 20 領域計算は，6次多項式を用い

た 1領域計算とほぼ同等の精度をもっており，Broadie―Glasserman［7］の点推定値とも近い．こ

のことは，局所的には，低次の多項式を用いても十分あてはまりのよい回帰ができることを示

している．

初期資産価格 100 に対する計算時間は，1領域 3次多項式の場合で 7分 16 秒，6次多項式の

場合で 91 分 13 秒である．一方，20 領域 3次多項式の場合は 11 分 17 秒であり，1領域 6次対

称多項式の場合の約 8分 1の計算時間で同精度の結果が出ている．1次元計算の場合と同じく，

領域分割法は計算時間短縮の面で非常に有効である．

表 10 の領域分割計算においては，最適な領域分割の個数の決定を試行錯誤的に行っている．

すなわち，分割の個数を増加させるとオプション価格の平均値は増加するので，平均値が妥当

な値となるまで分割個数を増加させるという方法である．領域分割法においては最適な分割個

数をどのように決定するかが重要なポイントとなる．
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6． 情報縮約の効果

Barraquand―Martineau［4］は，多次元アメリカン・オプションに対して，確率制御問題のア

イデアを用いた SSAP（Stratified State Aggregation along the Payoff）法というシミュレー

ション法を提唱した．この方法は，多次元空間をペイオフ関数によって 1次元空間に写像し，

1次元空間を各時間ステップ毎に 100 個程度の領域に分割した後，シミュレーション・パスか

ら領域間の推移確率を求めてオプション価格を計算する．しかしながら，この方法は資産価格

情報を 1次元に縮約しているため，合理的な権利行使を判断することができず，いくらパス数

や領域分割数を増やしても真の値に収束する保証がないことがBoyle, Broadie and Glasser-

man［5］によって指摘されている（湯前，鈴木［3］参照）．

Raymar―Zwecher［14］は，このような問題を解決する方法として，最大値オプションの多次元

資産価格情報を 2次元情報に縮約するような拡張を行った．ペイオフ関数値（資産価格の最大

値）に加えて，2番目に高い資産価格などを新たな情報として加えて，権利行使判断の精度の

向上を図っている．

本節では，このような情報縮約の効果，すなわち，多次元資産価格情報を 1次元あるいは 2

次元情報に縮約した場合の計算精度について検討する．最小二乗モンテカルロ法における情報

縮約は，全資産の価格情報フィルトレーション��の代わりに

��
�＝{ 1 次元縮約情報から生成されるフィルトレーション｝ �

あるいは

��
�＝｛ 2次元縮約情報から生成されるフィルトレーション｝

に対して，�式の条件付期待値を求めることによって行われる．すなわち，回帰の説明変数と
して，全資産の価格情報ではなく 1次元あるいは 2次元の縮約情報を用いる．

6．1 幾何平均値オプション

4．3 節の幾何平均値オプションは本質的には 1次元問題である．従って，�式の回帰計算を
全資産の価格情報に対して行う必要はなく，1次元の縮約情報に対して行えば十分な筈である．

そこで，�式のフィルトレーションとして，
｛幾何平均値 ��

����
�� ����によって生成される 1次元縮約情報｝

を用いた 1次元計算を行い，結果を表 11 にまとめた．計算条件は 4．3節と同じであり，1次

元計算は 5．1節の 3次多項式を用いた 2領域分割法で行っている．

1次元計算の平均値と真の値との差は最大で 0.005 であり，真の値は標準誤差から計算され

表 10 1領域計算と 20領域計算の比較（5資産最大値オプション）
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表 11 幾何平均値オプション 1次元計算結果

る 90％信頼区間の中に含まれている．従って，幾何平均値オプション価格は，1次元縮約情

報によって十分精度よく近似することができる．

6．2 最大値オプション

最大値オプションについては，4．2節の 5資産最大値オプションの計算例に対して，以下の

三つの縮約情報に関する回帰計算を行い結果を比較する．

ケース 1：最大資産価格によって生成される 1次元縮約情報

ケース 2：最大資産価格および次式のノルムによって生成される 2次元縮約情報

��� �� �
�������

��
����

�� ��

ケース 3：最大資産価格および 2番目に大きい資産価格によって生成される 2次元縮約情

報

ケース 1は Barraquand―Martineau［4］，ケース 2は Fu―Laprise―Madan―Su―Wu［9］，ケース 3

は Raymar―Zwecher［14］の次元縮小方法に相当する．

表 12 は，ケース 1～3および 6次対称多項式を用いた 5次元計算の結果のまとめである．ケ

ース 1は 3次多項式を用いた 2領域分割計算であり（5．1節参照），ケース 2と 3は 4次以下

の単項多項式を基底関数として用いている（4．1節参照）．

1次元計算（ケース 1）および 2次元計算（ケース 2，3）のオプション価格はいずれも，行

使／続行の判断が最適になされていないために，最後の列の 5次元計算の値より小さい．ATM

および ITM初期価格の場合，ケース 1およびケース 2の結果は 5次元計算結果の 99％に達

しないが，ケース 3の結果は 99.93％以上であり非常に精度がよい．

ケース 2の結果はケース 1の 1次元計算よりほんの少し良好な程度で，この次元縮小法は最

大値オプションに対してはあまり効果的ではない．文献［9］において，ケース 2の次元縮小法を

用いて計算されたオプション価格が他の手法の結果に較べて大幅に小さいことからも同様の結

論が得られる．一方，Raymar―Zwecher が用いたケース 3の次元縮小法は最大値オプション

に対しては非常に効果的である．

7． 計算時間の短縮

これまでの結果からわかるように，最小二乗モンテカルロ法は適切な基底関数を選んで回帰

を行えば非常に精度がよい．しかしながら，各時間ステップにおいて最小二乗回帰のための行
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列演算を行うため，基底関数の個数や時間ステップ数が増えると非常に計算時間がかかるのが

欠点である．以下においては，このような欠点を克服するためのいくつかの方法について考察

する．

7．1 ITMサンプルパスのみを用いる方法

Longstaff―Schwartz［10］は，各時間ステップにおいて ITMとなったサンプルパスのみを用い

て回帰を行うことによりかなりの計算時間の短縮が図れると述べている．事実，ITMサンプ

ルパスの数が極端に少なくなければ，ITMサンプルパスのみを用いた計算と全サンプルパス

を用いた計算はほぼ同精度である．従って，ATM初期価格に対する計算においては，ITM

パスのみを用いる方法によって計算時間の短縮を図ることができる．しかしながら，OTM初

期価格に対しては全サンプルパスを用いることも必要であり，ITMの度合いが大きくなると

ITMサンプルパスの数が増えるため，計算時間の短縮効果は薄れていく．

7．2 2 段 階 法

最小二乗モンテカルロ法において計算時間がかかるのは，最小二乗法を用いて回帰係数を求

める行列演算の部分である．従って，行列演算の回数を減らすことが計算時間の短縮につなが

る．2段階法は，第 1段階において 1組のサンプルパスから回帰係数を求め，第 2段階におい

てこの回帰係数を用いて多数のサンプルパスの組からオプション価格を計算するという方法で

ある．すなわち，第 1段階において行使／続行のルールを定め，このルールを用いて第 2段階

でオプション価格を計算する．この方法は，Raymar―Zwecher［14］の 3―ステージ法と同じであ

り，また，1組のサンプルから学習し，他のサンプルでテストや評価を行うというニューラル

ネットワークの考え方とも一致する．2段階法においては行列演算が第 1段階に限られるため，

大幅な計算時間の短縮を図ることができる．

表 13 は，4．1節の 2資産最大値オプション・ケース 1に対して 2段階法を適用した結果を

まとめたものである．第 1段階において，50,000（25,000＋25,000 対照変量）パスから 5次以

表 12 5資産最大値オプションの情報縮約計算結果の比較
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表 13 2資産最大値オプション 2段階法計算結果

下の対称多項式を基底関数とする回帰係数を求め，第 2段階において，この回帰係数を用いて

計算された 100 試行のオプション価格の平均値を算出している．

第 1段階で求めた行使／続行ルールが最適ではないため，バイアスはすべて負となっている

が，その絶対値の最大は 0.006 であり非常に小さい．真の値は初期価格 70 の場合を除いて，

標準誤差から計算される 90％信頼区間の中に含まれている．

初期価格 100 に対する 2段階法の計算時間は 53 秒であり，100 試行のすべてにおいて行列

演算を行って回帰係数を求める従来の方法の計算時間は 7分 57 秒であった．従って，9分の 1

の計算時間でほぼ同精度の解が得られており，本ケースの 2資産最大値オプションに対しては，

2段階法は非常に有効である．

2段階法は，第 1段階で用いるパス数を 2段階より大きくするとか，第 1段階の計算に準乱

数を用いるとか，第 1段階を複数回実施して計算精度をあげるなどの様々なバリエーションが

考えられ，最適な方法の選択が今後の研究課題である．

7．3 その他の方法

計算時間の短縮を図るための方法としては，上記のほかに，5節で述べた領域分割法がある．

領域分割によって低次の基底関数を用いることができるので，基底関数の個数を減らすことが

できる．また，回帰行列のサイズが小さくなるので，領域数が増えても計算時間はそれほど増

加しないという利点もある．

8． 結論と今後の課題

対称多項式を基底関数とした最小二乗モンテカルロ法の精度評価の結論をまとめると以下の

ようになる．

1） 最小二乗モンテカルロ法は，基底関数を適切に選択すれば非常に精度がよい．2資産の

最大値オプションの場合には，4次以下の対称多項式あるいは 5次以下の単項多項式を用

いると十分な精度の結果が得られる．5資産の最大値オプションの場合には，6次対称多

項式が適切である．これらの結果から類推すると，必要な基底関数の個数のめやすは，多

く見積もって，2次元の場合には 15 個程度，5次元の場合には 30 個程度である．

2） 回帰領域の分割は計算時間短縮の面で非常に有効である．領域分割によって低次の基底
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関数を用いることができ，基底関数の個数を減らすことができるからである．また，回帰

行列のサイズが小さくなるので，領域数が増えても計算時間はそれほど増加しない．しか

しながら，領域分割の個数をいくつにするかについての判断基準が必要である．

3） Raymar―Zwecher［14］の次元縮小法は，最大値オプションに対しては非常に有効である．

このような有効な縮約情報がみつかれば計算時間の大幅な短縮を実現できる可能性があ

る．

4） 計算時間の短縮については，第 1段階において 1組のサンプルパスから回帰係数を求め，

第 2段階においてこの回帰係数を用いて多数のサンプルパスの組からオプション価格を計

算するという 2段階法が有力である．

今後の課題としては，対称多項式が使えない一般のオプション価格計算における基底関数と

その個数の選択の問題が一番重要である．多変数の直交多項式を用いる方法，ニューラルネッ

トワークを用いる方法などが考えられるがいずれも大きな検討課題である．計算時間の短縮に

関しては領域分割法や 2段階法が有力であるが，これらについても種々の検討課題が残されて

いる．Longstaff―Schwartz［10］においては，準乱数を用いる方法や計算の並列化があげられてい

るが，これらも重要な研究テーマである．

＊ 1 単項多項式とは，���������� �を変数，���������� �を������������ �なる整数値イン
デックスとするとき，�����

�������と表される多項式．
＊ 2 対称多項式とは， ������ �のすべての置換�に対して ����������� ����������� �となる多項

式．
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