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1.　は　じ　め　に
　量子計算のモデルとして，ヒルベルト空間とそれに対する（有界）線形作用素が広く用
いられている．それに対応して，量子アルゴリズムは量子回路モデルによって実装される
ことになる．しかし，古典的な計算機においては回路レベルのプログラミングから抽象度
の高いプログラミング・パラダイムへと発展したように，量子計算においても高水準なプ
ログラミング言語が求められる．そのような高水準プログラミング言語の枠組みとして，
図式に基づくプロセス理論を取り上げる．図式に基づくプロセス理論は，プロセスを合成
することによってより複雑なプロセスを構成し，さまざまな対象についての「計算」を記
述することができる．本稿で紹介する図式は，ペンローズが用いた図式［5］を拡張したもの
で，最初にクック［1］［2］およびそれとは独立にカウフマン［4］によって導入された．本稿では，
このプロセス理論によってヒルベルト空間と等価な量子計算モデルを構成し，その一例と
して量子テレポーテーションが必然的に生じる古典的データの受け渡しも含めて図式だけ
で表現できることを，クックとキッシンジャーによる教科書［3］に沿って解説する．なお，
本文中の図式については，同書から引用した．本稿で割愛したいくつかの命題の証明やそ
のほかの具体例についても同書を参照されたい．
　本稿の構成は次のとおりである．2 章では，図式に基づくプロセス理論の概要と図式に
対する基本的な演算を示す．3 章では多くのプロセス理論を表現することのできる回路図
式とストリング図式を，4 章では線形写像のプロセス理論を定義する．5 章では，線形写
像のプロセス理論を二重化することから量子写像のプロセス理論を構成し，量子写像の集
まりとして量子プロセスを定義する．6 章では，量子測定が非決定的量子プロセスとみな
せることが分かる．そして，7 章では，図式によって量子系だけでなく古典系も含めた表
現が可能となり，その一例として量子テレポーテーションを図式によって表現する．

2.　プロセス理論
　それぞれのプロセスには，その入力となる系（入力系）と出力となる系（出力系）があ
る．プロセスの入力系や出力系は複数あってもよいし，まったくなくてもよい．それぞれ
の系は型をもち，一つのプロセスに同じ型の入力系や出力系が複数あってもよい．
　このようなプロセスを箱で表現し，そのプロセスの入力系はその箱の下辺につなぎこむ
結線，出力系はその箱の上辺につなぎこむ結線によって表す．プロセス fのある出力系の
型がプロセス gのある入力系の型と一致する場合にかぎり，その出力系に対応する前者の
箱の上辺と，その入力系に対応する後者の箱の下辺を結線でつなぎ合わせることができ
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る．（プロセスが複数の入力系をもつ場合には，それぞれの入力系が箱の下辺に順に並ん
でいると考えるので，結線をつなぎこむ位置には意味がある．また，あるプロセスの入力
系がほかのプロセスの出力系とつながっていない場合にも，プロセスが入力をもつことを
示すために，箱の下辺からほかの箱にはつながらないような結線を下方に延ばす．出力系
についても同様である．）このようにして，箱（プロセス）を結線でつなぎ合わせた図を
図式と呼ぶ．

複数のプロセスを区別する必要がある場合には，図式中のプロセスを表す箱の内部にプロ
セスの名前を付与する．また，結線の型を識別する必要がある場合には，結線の脇にその
型の名前を付与する．
　プロセス理論は次のものから構成される．

・結線によって表現される型の集まり T

・ 箱によって表現されるプロセスの集まり P，ただし，Pに含まれるプロセスのそれぞ
れの入力系と出力系の型は Tの中から選ばれる．
・ 「プロセスをつなぎ合わせる」方法，すなわち Pに含まれるプロセスからなる図式全
体を一つのプロセスとして解釈する方法

　図式に対する基本演算として，次にあげる並列合成と逐次合成がある．

　2. 1　並列合成
　同時に遂行する二つのプロセスを組み合わせて一つのプロセスにする並列合成演算は，
横並びに配置された二つの図式から構成される．並列合成演算は，記号「⊗」を用いて表
記する．

並列合成演算は結合的である．



プロセス理論としての量子計算　　（187）101

そして，空図式を単位元とする．（空図式は，入力も出力もなく，また「何もしない」プ
ロセスで，破線で囲まれた矩形を用いて表す．）

　また，型 Aと Bに対して，結合型と呼ばれる新たな型 A ⊗ Bを構成できる．

したがって，箱につなぎこまれた複数の結線を，それらの型の結合型による 1本の結線と
して扱うことができる．そして，「入力なし」，「出力なし」，あるいはその両方を表現する
ために，特別な「空」型を記号 Iによって表記する．

　2. 2　逐次合成
　一つのプロセスの結果を別のプロセスに渡す逐次合成演算は，ある図式の出力を別の図
式の入力に結びつけることで構成される．逐次合成は記号「○」を用いて表記し，それら
の図式をその並び順に結びつける．

逐次合成の単位元は，入力に対して「何もしない」箱であり，これは単なる結線とみなす
ことができる．
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　2. 3　プロセス理論の例
　たとえば，任意の集合を定義域および値域とする関数の集まりはプロセス理論 func-
tionsを構成する．functionsでは，それぞれの関数がプロセスであり，その定義域が入力
系，値域が出力系になる．また，functionsのプロセスの逐次合成は，通常の関数の合成
である．
　集合 Aと集合 Bの間の関係（これは直積A ´ Bの部分集合である）を Aを入力系とし
Bを出力系とするプロセスと考えると，任意の集合の間の関係の集まりはプロセス理論
relationsを構成する．relationsのプロセスの逐次合成は，関係の結合演算（join）である．
　関数は関係の特別な場合とみなすことができ，functionsの逐次合成・並列合成はそれ
ぞれ relationsの逐次合成・並列合成の特別な場合とみなすことができるので，functions
は relationsの部分理論である．

　2. 4　特別なプロセス
　入力のないプロセスを状態と呼ぶ．状態は，入力がないことを強調するために，次のよ
うな逆三角形で表現する．

系 Aはいくつもの異なる状態をとることができるが，このプロセスはこれらの状態の中
から選ばれた特定の状態ψ にある A型の系を出力する．入力となる結線がないというこ
とは，この系 Aがどこからきたのか知らず（あるいは気にせず），ただそれが存在し，特
定の状態になっていることだけを意味する．
　一方，出力のないプロセスを効果と呼び，次のように表現する．

効果は，ある系を使ったあとに何も残さない，あるいは，単にあとに何が残るかは気にし
ないという意味で，状態と双対になる概念である．
　状態と効果を逐次結合した数は，入力も出力もないプロセスである．

数は，ちょうど状態と効果の三角形を組合せた次のような正方形によって表現する．

あるいは，単に次のように表現することもある．
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状態が効果と出会うと数が出現するという事実を，系が特定の状態にあるときにその効果
が生じる確率を与えると解釈する．あるいは，状態ψ に対して効果π の試験を行ったと
きに，答えとしてYESが得られる確率と解釈する．

これを一般化ボルン則と呼ぶ．
　そうすると，状態ψ に対して効果π が生じることが起こりえないことを意味する

は，不可能を表すべきである．したがって，

は任意のプロセス fに対して不可能となるべきである．そこで，考えうるすべての入力と
出力の型に対してゼロプロセスがあり，次の合成則に従うものとする．

このようにして，すべての入出力型に対してゼロプロセスを考えることができるので，そ
れを単に「0」と書き，その入出力線は省略する．

すなわち，図式において，数としての 0だけでなく，数 0とほかのプロセスを並列合成あ
るいは逐次合成したプロセスも単に 0と表記する．0 は空図式ではないことに注意せよ．

3.　回路図式とストリング図式
　状態，効果，数を含めたプロセスを，並列結合と逐次結合によって組み合わせた図式に
対して，結合のしかたについての制約を変えることで回路図式とストリング図式という図
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式のクラスを導入する．また，箱の縦方向および横方向の裏返しによって，図式言語を拡
張する．

　3. 1　∪と ∩

　それぞれの結線はそれを出力とする箱から入力とする箱に向かって向き付けられている
と考えると，回路図式は次の左側の図式のように有向閉路をもたない図式である．（右側
の図式には有向閉路があるので回路図式ではない．）

　二部状態は，二つの系を出力とする状態である．プロセスと二部状態を相互に変換する
ために，それぞれの系 Aに対して次のような特定の状態 ∪（カップ）と効果 ∩（キャップ）
を固定する．

プロセスと二部状態の対応づけ：

は，∪と ∩が次の関係にあるとき，互いの逆操作になる．

この対応づけをプロセス・状態双対性と呼ぶ．プロセス理論 relationsではプロセス・状
態双対性が成り立つが，プロセス理論 functionsでは成り立たない．（functionsの任意の
二部状態は ⊗分離可能，すなわち，二つの状態の並列合成として表すことができるので，
プロセス・状態双対性が成り立つとしたら，すべてのプロセスは ○分離可能，すなわち
出力は入力とは無関係に決まることになるからである．）
　等式（a），（b）はあまり直感的ではないので，この特別な状態と効果をそれぞれ ∪状お
よび ∩状の結線として描くことにする．
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そうすると，等式（a），（b）は次のようになる．

また，つながり方を変えずに箱を動かす操作によって変形させた図式どうしは等しくなっ
てほしいので，次のような等式も成り立つと考える．

これら 4個の等式を引き伸ばし等式と呼ぶ．

　3. 2　ストリング図式
　ストリング図式は，回路図式において有向閉路を禁止せず，さらに入力系どうしや出力
系どうしをつなぐことも許した図式である．

ストリング図式は，回路図式に特別なプロセスとして引き伸ばし等式を満たす ∪と ∩を
追加したものとみることもできる．

　3. 3　転置
　プロセス fの転置 fT とは，次のようなプロセスである．

　互いに転置の関係にあるプロセスがひと目で分かるように，プロセスの箱の形を少し変
える．

そして，180° 回転させた箱に fと名前をつけたもので fの転置を表す．
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　すると，任意のプロセス fに対して，次の等式が成り立つ．

これは，∪状や ∩状の結線に沿って箱を滑らせて移動させているかのように見える．

　また，状態と効果も，回転させたことを明確にするために，次のように角を切り落とす．

　3. 4　随伴
　効果は，ある性質について状態を試験しているものと解釈できる．図式言語を拡張して，
系が状態ψ にあるかを試験する効果を次のような縦方向の裏返しによって表現する．

この効果を状態ψ の随伴と呼ぶ．
　この縦方向の裏返し操作は，すべてのプロセスに自然に拡張される．fが次のように状
態ψ を状態φ に変換するならば，

fの随伴 f †は，ψ の随伴をφ の随伴に変換するプロセスである．
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　3. 5　共役
　プロセスの共役とは，随伴の転置（これは転置の随伴に等しい）である．

　ここまでに示した箱に対する操作をすべてを合わせると，箱は次のような 4種類の形式
で現れる．

4.　線形写像のプロセス理論
　この章では，量子論のプロセス理論を構成するための出発点として，（有限次元）ヒル
ベルト空間を系とし線形写像をプロセスとするプロセス理論 linear mapsを構成する．
　型 Aの正規直交基底とは，次の条件を満たす Aの状態の集合 Bである．

かつ

型 Aの次元 dim (A)とは，Aの基底の大きさの最小値である．
　プロセス理論が和を許容するとは，同じ入出力型をもつプロセスの任意の集合 { fi}iに
対して，それらと同じ入出力型をもつプロセス
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で，図式に対して分配的，すなわち，和を含む任意の図式において，和をつねに図式の外
側に引き出すことができ，

かつ随伴を保つようなものが存在することを意味する．

　線形写像のプロセス理論 linear mapsは，次のようなプロセス理論であり，ストリング
図式を許容する．

　1．それぞれの型は有限の正規直交基底をもつ．
　2．すべての D Î ℕに対して，Dを次元とする型が少なくとも一つある．
　3．和を許容する．
　4．数は複素数 ℂである．

　ストリング図式はプロセス理論 linear mapsに対して完全である．すなわち，任意の二
つのストリング図式 D，Eに対して，次の 2条件は同値である．

　・ D = E.
　・ linear mapsにおける D，Eのすべての解釈に対して，　　　　 .

したがって，ストリング図式の間の等式がすべてのヒルベルト空間と線形写像に対して成
り立つのは，そのストリング図式が同じとき，そしてそのときに限る．
　（有限次元）ヒルベルト空間（内積をもつ複素線形空間）は linear mapsの型であり，
従来の集合論的なヒルベルト空間の概念は次のようにそれぞれの型をもつ状態すべての集
合として生じる．

D E=   

   

   
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5.　量子写像のプロセス理論
　この章では，線形写像のプロセス理論 linear mapsから，まず図式を二重化することに
よって純粋量子写像のプロセス理論 pure quantum mapsを構成し，それに廃棄プロセス
を追加することで量子写像のプロセス理論 quantum mapsを構成する．また，非決定性
を表現するために，量子写像の集まりによって量子プロセスを定義する．

　5. 1　プロセス理論の二重化
　ヒルベルト空間 Aの任意の状態ψ に対して，ψ を二重化した新たな状態 ψ̂を定義する．

そして，ψ̂は新たな型 Âを出力するものとする．Âの実体は，Aの複製が 2個あるものに
すぎない．

　同様にして，この新たな型 Âに対して次のような効果を定義する．

二重化された状態と効果をそれぞれ純粋量子状態と純粋量子効果と呼ぶ．
　この新たな状態と効果を合わせると，量子論のボルン則は次のように一般化ボルン則の
特別な場合として定義される．

　二重化は，量子論における純粋状態ベクトル　　からそれに付随した次のような密度作
用素への移行に対応する．

ψ



110（196）

これは，二重化された状態と同じ情報をもち，効果ψ を転置させて状態ψ の共役にした
ものと見ることもできる．

　状態と効果だけでなく，任意の線形写像 fも二重化できる．

この二重化によって得られる写像を純粋量子写像と呼ぶ．
　純粋量子写像のプロセス理論 pure quantum mapsは，linear mapsのすべてのヒルベ
ルト空間 Aに対する Âを型としてもち，linear mapsのすべてのプロセス fに対する二重
化された線形写像 f̂をプロセスとしてもつ．pure quantum mapsのプロセスは，実際に
はまったく新しいものではなく，特別な種類の線形写像にすぎない．言い換えると，
pure quantum mapsは linear mapsの部分理論である．とくに，linear mapsがストリ
ング図式を許容するという事実は，pure quantum mapsに引き継がれる．
　二重化された引き伸ばし等式は成り立ち，また二重化によって転置，逐次合成，並列合
成は保たれ，二重化される前の理論から随伴も引き継ぐ．

これらを合わせると，二重化はストリング図式を保つ．すなわち，ストリング図式の等式
は二重化しても成り立つ．

　5. 2　系の廃棄
　系の廃棄は，系を無視する，または破壊するという意味かもしれないし，二度と見るこ
とができないように宇宙空間に送り込むことかもしれない．廃棄は，図式から状態を取り
除くこと以外何もすべきではない．言い換えると，廃棄は確実に成功する試験であるが，
その状態についてそれ以外に分かることはない．とくに，廃棄プロセスは廃棄しようとす
る系の状態に依存してはならない．
　そこで，廃棄は次のような効果と定義する．
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このとき，正規化された任意の純粋量子状態 ψ̂に対して，次の等式が成り立つ．

　5. 3　量子写像
　量子写像のプロセス理論 quantum mapsは，二重化されたヒルベルト空間 Âを型とし，
純粋量子写像と廃棄から作られるすべての図式をプロセスとする．

　プロセス理論 quantum mapsもストリング図式を許容する．なぜなら，quantum maps
は pure quantum mapsから ∪と ∩を引き継ぎ，純粋量子写像の随伴は純粋量子写像で
あり，廃棄の随伴は ∪と廃棄の合成であるので，すべての量子写像は随伴をもつからで
ある．
　任意の量子写像 Φに対して，次の等式を満たす純粋量子写像 f̂が存在する．

これは，任意の量子写像が二重化されたプロセスの出力の一部を無視して生じることを示
している．この純粋量子写像 f̂を量子写像 Φの純粋化とよぶ．
　量子写像 Φは次の関係が成り立つならば，因果的という．

これは，「プロセスの出力が廃棄されるならば，そのプロセスは起きなかったものとみな
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してよい」と解釈することもできる．

　5. 4　量子プロセス
　量子プロセスは，量子写像の集まり

で，これらの総和が次のように因果律を満たすものである．

量子プロセスを次のように表記し，この集合の要素を分枝と呼ぶ．

分枝が一つしかないような量子プロセスを決定的といい，そうでない量子プロセスを非決
定的という．系に対して量子プロセスを適用すると，その分枝の中の一つが実際に生じる．
その分枝（あるいはその添字 i）をその量子プロセスの結果と呼ぶ．

6.　量子測定
　量子系の状態についての情報を取り出す唯一の方法は，非決定的プロセスを適用し，そ
の結果によって観察することである．この行為を量子測定と呼ぶが，プロセス理論の観点
からは量子測定とほかの非決定的量子プロセスを真に区別するものは何もない．量子測定
には大きく次の三つのクラスがあり，それぞれのクラスに対して破壊的測定と非破壊的測
定がある．

　1．正規直交基底による測定
　2．フォン・ノイマン測定（射影測定）
　3． POVM測定（POVMは「正作用素値測度（positive operator-valued measure）」の

略である．）

それぞれのクラスは，それより前に挙げたクラスを包含している．これらのうち，代表的
なものを次に示す．
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　6. 1　正規直交基底による測定
　正規直交基底による破壊的測定は，任意の正規直交基底

に対して次の形式をした量子プロセスであり，添字 iは測定結果と呼ばれる．

正規直交基底による破壊的測定が量子プロセスであるのは，（二重化されていない）正規
直交基底に対して

が成り立ち，プロセス・状態双対性を用いると，二重化された正規直交基底の総和は廃棄
と等しくなる，すなわち因果的だからである．
　二重化された正規直交基底の効果のかわりに，効果と状態の対を考えると非破壊的測定
になる．

この場合も次の等式が成り立つ，すなわち因果的なので，量子プロセスである．

測定の結果は結果状態と呼ばれる．
　正規直交基底による非破壊的測定が与えられたとき，結果の系を廃棄するだけで対応す
る破壊的測定が得られる．
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逆に，任意の正規直交基底による非破壊的測定は，破壊的測定のあとに制御付きの準備プ
ロセスを続けたものとみなすことができる．

　6. 2　フォン・ノイマン測定
　（非破壊的）フォン・ノイマン測定とは，量子プロセス

で，次の等式を満たすようなものである．

フォン・ノイマン測定の分枝 P̂iは射影プロセスなので，射影測定と呼ばれることもある．

　6. 3　POVM測定
　破壊的 POVM測定は，もっとも一般的な種類の破壊的測定で，次のような自明な（I
型の）系を出力とする任意の量子プロセス，すなわち，総和が因果的という制約だけをも
つ効果の集まりにほかならない．
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7.　量子系と古典系の統合
　5章で構成した純粋量子写像のプロセス理論 pure quantum mapsに対して，量子写像
の集まりによって（量子測定を含めた）非決定的量子プロセスを表現し，単一結線を復活
させて古典的データを表現することで古典・量子写像のプロセス理論 quantum-classical 
mapsを構成する．そして，それに因果性の制約を加えると量子論のプロセス理論 quan-
tum processesになる．この quantum processesの図式によって，典型的な量子的振る
舞いである量子テレポーテーションを図示する．

　7. 1　古典的データの表現
　量子系はすでに太い二重化された結線によって表現されているので，新種の系を導入す
るために単独の結線を復活させる．これが古典系を表現するのにぴったり当てはまること
が判明する．

　固定した正規直交基底の状態によって古典的な値を表現することによって，古典的な
データを単独の結線に変換する．そうすると，これは，D次元の古典系上の正規直交基底
に対応して，古典的なデータが D通りの値をとりうることを意味する．たとえば，1 ビッ
トは，2 次元の系の上の正規直交基底に対応する．

この正規直交基底の状態を次のように解釈する．

これに対応する効果は次のようになる．

正規直交性は，次のように完全につじつまが合う．

　正規直交基底による測定の量子プロセスを古典的結線を用いた新しい表現に変換する．
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この線形写像は重要なので，専用の記法を用意する．

この写像を以降では測定と呼ぶ．測定を任意の量子状態に適用すると次のようになる．

ただし，P (i|ρ)は，状態ρ を正規直交基底で測定したときに結果 iが得られる確率である．
したがって，この線形写像は，次のように量子状態をそれがとりうる測定結果すべてにわ
たる確率分布へと移す．

　この測定の随伴を考えることもできる．

この線形写像を任意の確率分布に適用すると，確率分布を量子状態に符号化したものが得
られる．

この線形写像を符号化と呼ぶ．符号化と測定を用いると，古典的なデータと量子状態を相
互に変換することができる．



プロセス理論としての量子計算　　（203）117

　7. 2　古典・量子写像（cq写像）
　古典・量子写像（cq 写像）は，量子写像，符号化，測定を合成して得られる線形写像
である．

これに対応するプロセス理論を classical-quantum maps（略して cq-maps）と呼ぶ．cq-
mapsはストリング図式を許容する．
　また，因果性の概念を cq 写像にまで拡張する．そのために，古典系において廃棄に対
応する次のような削除を導入する．

実際には，削除は符号化と廃棄の合成であり，すでに cq-mapsに含まれている．

　そして，次の等式が成り立つとき，cq 写像は因果的であるという．

量子論のプロセス理論 quantum processesは，classical-quantum mapsのプロセスに因
果的であるという制限をつけた部分理論である．

　7. 3　制御付きユニタリ変換
　次節で図式を用いて量子テレポーテーションを表現するために，制御付き等長変換を次
のような cq 写像として表現する．

この量子プロセスの分枝である個々の等長変換は，次のようにして復元できる．
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したがって，制御付き等長変換は，すべての iに対して次の等式が成り立つような cq 写
像である．

また，制御付きユニタリ変換は，加えてすべての iに対して次の等式が成り立つ．

　7. 4　図式を用いた量子アルゴリズムの例
　ここでは quantum processesの図式として表現することで，量子テレポーテーション
によって量子状態ρ がアレクス（送信者）からボブ（受信者）にどのように送られるか
を示す．
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当初，∪の一端と量子状態ρ を保持しているアレクスは，それらに対して量子写像 Ûを
遂行し，その出力を測定して得られた古典的データをボブに送る．∪のもう一端を保持し
ているボブは，アレクスから受け取った古典的データを使って制御付きユニタリ変換を遂
行する．ここで，正規直交基底による測定は，ユニタリ変換のあとに測定プロセスを続け
たものとして表すことができることから，破線で囲んだプロセスは制御付きユニタリ変換
になる．制御付きユニタリ変換とその随伴が相殺することから，ボブは状態ρ そのもの
を受け取ることができるのである．

8.　お　わ　り　に
　このように図式に基づくプロセス理論は，量子系だけでなく古典系も含めた量子計算を
表現することができる．そして，量子アルゴリズムを図式を用いて記述する利点として次
のことが挙げられる．

　・図式で示すことにより直感的な理解の助けとなる．
　・ 具体的な系やプロセスを明示せずに計算を表現できるために，一般化された計算を提

示することができる．
　・ 量子系だけでなく古典的データも含んだ量子計算を図式として扱うことができ，図式

だけで計算全体を表すことができる．
　・量子測定も一種のプロセスとして扱われるので，統一した枠組みで計算が記述できる．

　今後は，このような図式言語で記述された量子アルゴリズムから，図式言語にはない制
御構造などを付与することによって実際の量子計算機で実行できるプログラミング言語へ
と変換する研究につなげたい．

─────────
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